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Resumo. E proposta uma solu¢do analitica para a condu¢do de calor em uma chap a
de espessura finita, considerando uma fonte de calor distribuida sobre a sua superficie
superior ¢ perdas de calor por ambas as suas superficies. A poténcia da fonte de calor é
variada ao longo do tempo modelando a pulsa¢do térmica utilizada na soldagem a arco
voltaico. A dedugao da solu¢do analitica, que levou os autores a apontar um erro em
uma expressao encontrada na literatura, € descrita. Resultados experimentais obtidos na
soldagem TIG de a,co baixo-carbono sdo utilizados para avaliar o modelo analitico.
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1. INTR ODUQAO

Neste artigo é proposto um modelo para a condu cao de calor na soldagem baseado
no uso de fontes de calor descrito por Ozisik (1993, §10), Grigull & Sandner (1984, §7, §8
e §9) e Carslaw & Jaeger (1959, §10).

O campo de temperatura causado por uma fon te de calor distribuida ao longo de uma
superficie de uma c hapa ¢é obtido pela superposicao dos efeitos da atuacao instantanea de
fontes de calor puntuais. O campo de temperatura devido "a atuacao instantanea de uma
fonte de calor puntual, por sua vez, é pouco mais que uma forma simplificada de escrever
a funcao de Green associada ao problema de condu cao considerado. Portanto este campo
pode ser determinado seguindo-se o roteiro apresentado por Ozi sik (1993, §6.3) para a
determina cao da funcgo de Green.

Nos processos de soldagem por fus'ao geralmen te a fonte de calor mo ve-se em rela cao
a peca que é soldada. O célculo da resposta a atuacao continua de uma fonte m ovel,
realizado pela superposicao dos efeitos de uma fon te localizada em posicoes diferentes a
cada instante, exige a integracao ao longo do tempo da resposta a atuacao instantanea
da fonte. Esta integracao é realizada numericame nte. Tam bém para a determina cao da
temperatura m ‘axima alcan cada em cada ponto da pma, é necessario um procedimen to
num érico. Estes procedimen tos serao descritos ao longo deste trabalho.



Procurou-se, no inicio do estudo que agora ¢ relatado, reproduzir os resultados obtidos
por Boo & Cho (1990), mas concluiu-se, que aqueles autores cometeram um erro impor-
tante, cuja correcao é apresentada aqui. Resultados da solucao corrigida sao mostrados e
comparados a resultados experimentais obtidos realizando, pelo processo TIG autdgeno,
cordoes de solda sobre chapas de ago baixo-carbono.

2. DEDUCAO DA SOLUCAO ANALITICA

Nas diversas etapas do desenvolvimento a seguir sao utilizados dois sistemas de co-
ordenadas cartesianas: o sistema (x,y, z), fixo a chapa, e o sistema (2',y, z) mostrado na
Fig. 1, que acompanha o movimento da fonte de calor ao longo da direcao x.
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Figura 1 - Geometria e sistema de coordenadas.
As propriedades termofisicas do material da chapa (difusividade térmica a e condu-

tividade térmica k) sao consideradas constantes, portanto o campo de temperatura T
deve satisfazer a equacao

aT orr 9*r 9T
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onde t é o tempo e s o termo que representa as fontes de calor. As trocas de calor
pelas superficies superior e inferior da chapa sao modeladas através dos coeficientes de
transferéncia de calor hyy e fy, respectivamente. Como ambas as superficies estao expostas
a mesma temperatura ambiente Tj, as condi¢oes de contorno ali ficam sendo

[—g—f + %(T _ To)] = 0 e l— + (T = Tp) - 0 (2)

Note-se que estas condi¢oes de contorno sao homogéneas para uma variavel auxiliar g =
T —Ty. A partir da subsecao abaixo sao mostrados os passos para a deducao da solucao
analitica desejada, que satisfaz as Eqs. (1) e (2).

2.1 Resposta a atuagao instantanea de fonte de calor puntual

Para um dominio infinito nas direcoes x e y e de espessura finita H na direcao z
obtém-se, fazendo o produto de funcoes de Green unidimensionais (Ozisik, 1993, §6.7),

(z =&+ (y - 77)2]
da(t — 1)

B 1
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onde
M (K, z) = Ky cos(kn2) + (hs1/k) sen(k,2) (4)

sao as autofuncoes associadas a direcao z, &, sao os autovalores correspondentes, obtidos
calculando-se as raizes positivas da equacgao

/in(hsl —I' hs?)

tan(ﬁnH) - /i2 — h51h52/k (5)
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sao as normas das autofuncoes dadas pela Eq. (4).

A funcao de Green dada pela Eq. (3) representa o aumento de temperatura causado
em um ponto (x,y, z) no instante ¢, pela atuacdo de uma fonte de calor concentrada no
ponto de coordenadas (&,7,() em um instante 7 < ¢. A energia térmica liberada pela
fonte é dada por k/a. Esta fonte de calor apareceria na Eq. (1) como o termo fonte
s=0(x—=E&)d0(y—n)é(z—C)d(t—7) em que §(x) é a fungao delta de Dirac. Assume-se que
inicialmente a chapa encontrava-se a uma temperatura uniforme e igual a temperatura
ambiente Tj.

Colocando a Eq. (3) em uma forma parecida com a mostrada por Boo & Cho (1990),
ja escrita para o caso particular de uma fonte que libera a energia () em um ponto (£,7,0)
da superficie superior da chapa, tem-se, para t > 7,

B Q (-8 +(y—n)?
T(x,y,z,t)—To = mexpl— Ja(i = 7]
X i_o%A(/in) exp[—arZ(t — 7)) M(kn, 2) (7)
Alr,) = ondl (8)
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No caso especial em que hs; = hgy = 0 tem-se M (kg, z) = 1 como uma autofuncao,
associada ao autovalor kg = 0. Neste caso A(kg) = 1/2. Para os demais autovalores as
Eqgs. (8) e (4) podem ser utilizadas normalmente.

Solugao de Boo e Cho. A solucao dada pela Eq. (7) é diferente da mostrada por
Boo & Cho (1990) para o mesmo problema. A diferenca nas solugdes pode ser colocada em
termos de uma diferenca no cdlculo das normas das autofuncoes. A deducao da expressao
para o calculo destas normas é laboriosa e talvez ai tenha ocorrido um erro no trabalho
de Boo e Cho. As diferencas entre as normas mostradas aqui e as correspondentes a
expressao de Boo e Cho, Np(k,), podem ser escritas como

(k7 + (ha [k)*] (hs2 [ k) _ 1}
(55 + (hs2/ k)] (hs1 [ k)

M) = Nato) = 37 {

(9)



Note-se que quando hy; = hy as diferencas anteriores se anulam.

A deducao da expressao correta para as normas destas autofuncoes é apresentada por
Ozigik (1980, p. 80) e segue os passos das solugdes apresentadas por Carslaw & Jaeger
(1959, §3.9 e §3.11) para problemas semelhantes.

2.2 Resposta a distribuigao gaussiana de fluxo de calor

A resposta a atuacao instantanea de uma distribuicao gaussiana de fluxo de calor na
superficie da chapa é obtida através da superposicao das respostas a atuacao de fontes de
calor puntuais dadas pela Eq. (7).

Considerando uma distribuicao de fluxo de calor sobre a superficie da peca, simétrica
em torno da origem, dada por

Q(f,n) o Qtotal exp(—g + Ui ) (10)
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obtém-se a resposta a atuacao instantanea desta distribuicao de fluxo de calor integrando

o lado direito da Eq. (7) em & e , com @ dada pela Eq. (10).

Atuacao instantdnea. Como a novidade desta solucao analitica esta associada a
coordenada z e a integracao que interessa agora ocorre independentemente dela, ao longo
das dire¢oes x e y, seu resultado pode ser obtido seguindo os passos mostrados por Boo &
Cho (1990) e Eagar & Tsai (1983). Assim determina-se a resposta a atuacdo instantanea
da distribuicao de fluxo de calor em torno da origem,

Qtotal a 2? + y?
T H—T, = _
(2,9, 2,1) O rkH [2a(t — 7) 4 0?] exp da(t — 1) 4 202
X Z A(ky) exp[—a lii(t — 1) M(kq, 2) (11)
n=0

Para obter a resposta a atuacao de uma distribuicao gaussiana localizada em torno de
um ponto (£,7,0) qualquer da superficie da chapa, substitui-se as coordenadas = e y pelos
seus afastamentos em relagao as coordenadas do centro da distribuicao ¢ e i, obtendo

_ Qtotal a (l’ — 5)2 + (y B 77)2

Pla,y,2,1) = To = mkH [2a(t — 7) + 07 P da(t — 7) + 20?2
X i_o: A(ky) exp[—arZ(t — 7)) M (kn, 2) (12)

Atuacao continua de distribuicao gaussiana movel de fluxo de calor. Usando
novamente o principio da superposicao de efeitos obtém-se, a partir da Eq. (12), o campo
de temperatura devido a uma fonte distribuida de calor que se move sobre a superficie da
chapa, ocupando uma posicao (z,y) = (£,7n) diferente em cada instante 7 em que atua.
A atencao aqui é concentrada em uma fonte que se move com uma velocidade constante
v paralela ao eixo x. A solucao é representada em um sistema de coordenadas que esta
fixo a fonte de calor, no qual a posicao em que a fonte atuou em um instante 7 < ¢ é dada
por (z',y) = (—v(t — 7),0). Considerando que a intensidade da fonte seja dada em cada



instante 7 por Qotai(7) = q(7) dT, tem-se

: _ [tan) a [+ vt =) + ¢
Tty 2t = To = to ThH [2a(t — 7) + 0?] P {_ da(t — 1) 4 202 }
X i A(k,) exp[—ari(t — 7)] M(k,, z) dr (13)

onde ty < t é o instante em que a fonte de calor comeca a atuar. Em ¢ = ¢y, supde-se que
a temperatura seja uniforme ao longo de toda a chapa e igual a temperatura ambiente T.

3. PROCEDIMENTOS NUMERICOS
3.1 Integragao numeérica

A integral no lado direito da Eq. (13) de um modo geral nao tem forma fechada
conhecida (embora para alguns casos particulares, quando v = 0 ou o = 0, existam formas
fechadas). Assim surge a necessidade de se realizar aquela integral numericamente. Para
esta finalidade foi utilizado o algoritmo adaptativo baseado no método de Simpson que se
encontra no livro de Gerald & Wheatley (1989, §4.14). O procedimento adaptativo falha
se o integrando apresentar, ao longo do intervalo de integracao, alguma descontinuidade
(como as que aparecem no caso da corrente pulsada considerada na proxima se¢ao). Neste
caso é importante reescrever a integral original na forma de um somatoério de integrais ao
longo de intervalos em que o integrando seja continuo.

Singularidade. Ao se avaliar a temperatura junto a superficie superior da chapa,
onde z = 0, o integrando na Eq. (13) tende a co quando a variavel muda T assume o valor
t. Para tratar desta singularidade no integrando o procedimento convencional, indicado
por Gerald & Wheatley (1989, §4.13), seria realizar a integracao de to até ¢ — € e testar
diferentes valores de € — 0 até que sua influéncia nao pudesse mais ser percebida. No caso
do integrando em questao, o numero finito de termos empregados no célculo do somatério
que aparece nele limita o valor que ele assume. Assim, no lugar do uso do parametro e,
basta fazer testes com o numero de termos utilizados naquele somatério, aumentando-o
até que sua influéncia seja pequena no resultado da integral.

3.2 Somatério

Critério de parada. Embora na regiao problematica discutida no paragrafo ante-
rior, a série constituida pelo somatério encontrado na Eq. (13) nao seja convergente, no
restante do dominio ela converge e é interessante utilizar um critério de parada do so-
matério quando os termos somados tornam-se despreziveis. O critério escolhido foi parar
o somatorio quando a média do moédulo dos ultimos dois termos somados fosse inferior
a média de todos os termos somados anteriormente multiplicada por uma tolerancia. A
média dos dois ultimos termos foi utilizada para evitar que um termo nulo encontrado no
meio da soma causasse a parada imediata do somatorio.

Soma & Cesaro. Ainda sobre o somatério que aparece na Eq. (13) é importante
mencionar o uso da soma por médias aritméticas (associada na literatura aos trabalhos
de Cesaro e de Fejér) para evitar o comportamento excessivamente oscilante da série de
Fourier junto a superficie superior da chapa. Uma outra solucao para o mesmo problema



é 0 uso dos fatores sigma de Lanczos (1956, §4.6.9). A soma a Cesaro é discutida em livros
como o de Kreider et al. (1972, §10.7) ou Stakgold (1979, p. 136) como forma de evitar
as oscilacoes de Gibbs e garantir a convergéncia uniforme da representacao em séries de
Fourier de funcoes continuas por partes.

3.3 Cdalculo dos autovalores

Nesta secao dedicada aos procedimentos numéricos cabe alertar para os cuidados
necessarios no calculo dos autovalores, a partir da Eq. (5). Esta equacao tem infinitas
raizes. Para obter corretamente os primeiros autovalores (s6 um nimero finito deles pode
ser utilizado) é preciso estudar o lado direito e o lado esquerdo da Eq. (5), plotar gréaficos e
fazer entdao uma boa estimativa inicial das suas raizes. A partir de estimativas adequadas
o calculo dos autovalores pode ser feito facilmente utilizando, por exemplo, o método
de Newton-Raphson. Uma discussao bastante completa deste tipo de cuidados, que usa
como exemplo justamente a Eq. (5), é encontrada no livro de Ozigik (1993, §2.5).

3.4 Determinacgao de temperatura maxima

A Eq. (13) permite determinar diretamente a temperatura em um certo ponto da
chapa em um certo instante de tempo. Muitas vezes ha interesse em se conhecer os
limites de regioes da chapa que foram submetidas a temperaturas acima de um deter-
minado valor critico, como a temperatura de fusao do material ou uma temperatura de
transformacao alotrépica. Para obter estes limites, neste trabalho, fez-se o cdlculo da tem-
peratura maxima alcancada em diversos pontos da chapa, utilizando o algoritmo de Brent
como apresentado por Press et al. (1992, §10.2), e utilizou-se um programa de plotagem
de graficos para obter as linhas correspondentes a valores selecionados de temperatura
maxima que aparecem na secao seguinte.

No caso da pulsacao térmica deve-se notar que ocorrem varios valores maximos locais
de temperatura em um determinado ponto. Estes maximos sao correspondentes aos pulsos
da poténcia emitida pela fonte de calor quando ela passa préoxima do ponto considerado.
E preciso, portanto, localizar alguns desses maximos locais e escolher o maior de todos.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Rendimento térmico. Antes de iniciar a apresentacao dos resultados é importante
introduzir este coeficiente, que relaciona os valores de corrente [ e tensao elétrica U,
facilmente mensuraveis na soldagem a arco voltaico, com o valor da poténcia da fonte de
calor ¢ utilizada no modelo analitico. Admite-se que a poténcia da fonte de calor seja
dada por

g=nUI (14)

onde 7; é o rendimento térmico.

Embora o rendimento térmico seja usualmente definido como a fracao da energia
dissipada pelo arco voltaico que é absorvida pela chapa, na pratica é muito comum o
seu uso como simplesmente uma constante presente nos modelos teéricos, ajustada para
minimizar as diferencas entre resultados tedricos e experimentais (Giedt et al., 1989).
Os valores de rendimento térmico utilizados no presente trabalho foram determinados a
partir desta ultima interpretacao do rendimento térmico.



4.1 Comparagao com resultados de Boo & Cho (1990)

Procurou-se avaliar o efeito do erro presente na solucao de Boo & Cho (1990) nos testes
de sensibilidade a variagoes nos coeficientes de transferéncia de calor que sao mostrados
por aqueles autores. Na Fig. 2 é reproduzida parte dos resultados mostrados na Fig. 3
do trabalho de Boo e Cho. A secao transversal da solda que é representada situa-se na
posicao x = 20 mm.

0
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2t hsi= hso=0 ——— |
-------- {[ Pres. Trab. -
i| B&C (1990)
3 I . .

0 1 2 3 4 5 6
y [mm]

Figura 2 - Linhas de temperatura maxima de 1495 °C.

Dados. Os resultados mostrados na Fig. 2 foram obtidos considerando: uma veloci-
dade de soldagem v = 2 mm/s, um parametro de distribuicao da fonte de calor o = 0,816
mm e um valor constante da poténcia da fonte, de ¢ = 900 W (correspondente a corrente
de I =100 A, relatada por Boo & Cho (1990), com a tensao de U = 15 V e o rendimento
térmico de n; = 0,6, estimados para o processo TIG pelos autores deste trabalho). Foram
utilizados valores dos coeficientes de transferéncia de calor pelas superficies de hy; = 100
W/(m?°C) e hy = 18 W/(m?°C) para os quais percebe-se uma grande diferenca entre o
resultado da solugao proposta no presente trabalho e o da solucao de Boo & Cho (1990).
Também é mostrado um resultado para hy; = sy = 0 situagao em que a solucao de Boo e
Cho coincide com a proposta aqui. Seguindo Boo e Cho admitiu-se ¢« = 5,16268 x 107°
m?/s e k = 30,3 W/(m °C) para uma chapa de aco AISI 1025 laminada a quente, de
espessura H = 3 mm.

Os resultados sao mostrados em termos da linha que limita a regidao da chapa que
atingiu temperaturas acima de 1495 °C (seria a zona fundida, por hipdtese) identificada
em uma secao transversal da solda a 20 mm do inicio do cordao. Assumiu-se que a chapa
encontrava-se inicialmente a temperatura ambiente T, = 20°C.

Discussao. Nota-se na Fig. 2 que a solugao de Boo & Cho (1990) superestima o
efeito dos coeficientes de transferéncia de calor hy; e hgy de forma importante. Alias, a
pouca importancia destes coeficientes na determinacao do campo de temperatura junto
a zona fundida (segundo a solugao proposta aqui) vem justificar mais uma vez o sucesso
obtido com o uso (muito difundido) de solucées que nao consideram as perdas de calor
pelas superficies da chapa (Eagar & Tsai, 1983).

Finalmente é interessante notar o efeito da espessura da chapa sobre a forma das
linhas mostradas na Fig. 2. Na comparacao entre resultados analiticos e experimentais
que vem a seguir este efeito nao é perceptivel. As chapas utilizadas nos experimentos eram



espessas o suficiente para (nas soldagens realizadas, utilizando poténcias relativamente
baixas) serem consideradas semi-infinitas.

4.2 Comparagao com resultados experimentais

Nesta subsecao sao utilizadas imagens da superficie de uma solda e de secoes polidas e
atacadas com Nital para revelar a zona fundida e a zona termicamente afetada das soldas.
Foram sobrepostas a estas imagens as linhas de temperatura maxima calculada de 1500
°C' (curvas em preto) e 800 °C (curvas em branco) acima da temperatura ambiente, de-
limitando aproximadamente as regides que sofreram fusao e que sofreram transformacoes
significativas da sua microestrutura.

Os cordoes de solda foram realizados sobre chapas de aco AISI 1020 utilizando um
eletrodo de tungsténio com 2 % de ThO,, de 3,2 mm de diametro e com angulo de ponta
de 60°. Utilizou-se argonio como gas de protecao, a distancia eletrodo-peca de 1,5 mm e
polaridade direta (eletrodo negativo).

Dados. Em ambas as soldas consideradas nesta subsecao foram utilizadas chapas
com a espessura H = 12 mm. Foram utilizados os valores sugeridos por Grong (1994)
para as propriedades termofisicas do ago-carbono, ¢ = 8 x 107® m?/s e k = 40 W/m
°C. Os resultados foram calculados para posi¢oes afastadas de 100 mm do inicio da solda,
regiao em que os efeitos do transiente inicial ja tornaram-se despreziveis. Foram admitidos
os coeficientes de transferéncia de calor pelas superficies hy; = 50 W/(m?°C) e hy = 18
W/(m?°C), muito utilizados no trabalho de Boo & Cho (1990).

A Fig. 3 foi elaborada a partir de uma solda realizada utilizando uma corrente cons-
tante de [ = 260 A, a tensao de U = 14 V e uma velocidade de soldagem de v = 4
mm/s. Supondo um rendimento térmico de i, = 0,5 tem-se ¢ = 1,82 kW. Admitiu-se o
parametro de distribuicao ¢ = 2,0 mm para obter os resultados mostrados na Fig. 3.

Figura 3 - Secao transversal de solda realizada com poténcia constante.

A Fig. 4 foi elaborada a partir de uma solda realizada com pulsacao térmica. A
corrente foi variada na forma de onda quadrada, permanecendo por 0,5 s no seu valor de
pico I, = 190 A e por 0,5 s no seu valor de base I, = 10 A a cada periodo de 1 s. A
tensao ficou aproximadamente constante, no valor de /' = 13 V. A velocidade de soldagem
observada foi de v = 2,4 mm/s. Usou-se, no calculo dos resultados tedricos, tanto para
a corrente de pico quanto para corrente de base, o valor de rendimento térmico n; = 0, 6,
embora seja esperado um aumento do rendimento para as correntes menores, segundo



Giedt et al. (1989). Assim obteve-se para a corrente de pico a poténcia ¢, = 1235 W
e para a corrente de base a poténcia ¢, = 65 W. A reducao no valor do parametro de
distribuicao o da fonte de calor com a reducao da corrente é significativa segundo Eagar
& Tsai (1983) e Key et al. (1983). Portanto utilizou-se o, = 1,7 mm para a poténcia de
pico e o, = 0,3 mm para a poténcia de base.

Figura 4 - Se¢ao longitudinal (a) e vista superior (b) de solda realizada
com pulsacao térmica.

Discussao. Nota-se nas Figs. 3 e 4 que a solucao proposta aqui se ajusta de maneira
satisfatéria aos resultados experimentais. Embora os valores de rendimento térmico n; e
do parametro de distribuicao o tenham sido escolhidos de forma a obter-se na solucao
analitica aproximadamente a forma da zona fundida dos experimentos, eles estao de acordo
com o que a literatura recomenda. Porém os resultados ainda sao muito poucos para se
fazer uma avaliacao da capacidade preditiva do modelo.

Para prever mais do que a sensibilidade do campo de temperatura a pequenas varia-
¢Oes nos parametros de soldagem é necessario dispor de correlacoes para estimar o valor do
rendimento térmico e do parametro de distribuicao da fonte de calor, que podem variar de
acordo com a corrente de soldagem, a geometria do eletrodo, os gases de protecao utiliza-
dos e a distancia eletrodo-peca. Algumas correlagoes sao conhecidas para os coeficientes
de transferéncia de calor pelas superficies da chapa, mas elas apresentam o inconveniente
de fornecer coeficientes fortemente dependentes da temperatura, o que representa uma
nao-linearidade que nao se pode introduzir diretamente no modelo aqui proposto.

5. CONCLUSAO

Um modelo bastante completo para a soldagem com pulsacdo térmica foi proposto.
Ele apresenta vantagens em relacdo ao modelo anterior de Santos et al. (1998), por
permitir uma previsao mais detalhada da geometria da solda e permitir a avaliacao dos
efeitos de variagoes na espessura da chapa, na distribuicao de fluxo do calor proveniente
do arco voltaico e na perda de calor da chapa para o ambiente através das suas superficies.

Embora fené6menos importantes, como as variacoes das propriedades termofisicas com
a temperatura, mudancas de fase e a conveccao no interior da poca de soldagem sejam
desconsiderados, o modelo fornece previsoes uteis em situacoes de interesse pratico, medi-
ante o ajuste das constantes 7; (o rendimento térmico) e o (o parametro de distribuicao)
a resultados experimentais.

Jeong & Cho (1997) propuseram a extensao da solucao de Boo & Cho (1990), que
foi corrigida no presente trabalho, para geometrias um pouco mais genéricas do que a



considerada aqui, utilizando mapeamentos conformes. Esta aplicacao de mapeamentos
conformes a um problema tridimensional transiente, em desacordo com a teoria que su-
porta o uso convencional de mapeamentos conformes (Carslaw & Jaeger, 1959, §16.8), é
uma aproximacao interessante, que merece uma discussao cuidadosa.
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HEAT CONDUCTION IN WELDING WITH THERMAL PULSING

Abstract. An analytical solution for the heat conduction in a finite thickness plate being
welded is presented. The solution takes into account a distributed heat source placed over
the upper surface of the plate and heat losses to the environment by both its surfaces. The
power of the heat source is varied along the time in order to model the thermal pulsing.
The deduction of the analytical solution, that revealed the incorrectness of an expression
found in the literature, is described. Frperimental results, obtained in the GTA welding
of low-carbon steel plates, are utilized to evaluate the analytical model.
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